Conformalidade

. f(2) = f(z0)

z2—2() Z— 20

)
f(2) = flz0) = f'(=0) - (2 — 20) + o(|z — 20)

= f'(#0)

Definicdo: Diz-se que uma aplicacao é conforme num ponto do seu
dominio, se preserva angulos e orientacoes entre vectores tangentes, nesse

ponto.

Teorema: Seja f: Dy C C — Ce 2z €intDy. Entdo, se f'(29) #0, f é
conforme em 2.




Teorema (Fungdo Inversa): Seja f : Df C R? — R? uma fungio de classe
C'' numa vizinhanca do ponto (¢, ) € intDs. Entdo, se o jacobiano de f
em (g, yo) for ndo nulo, Jf(xg,yy) = det Df(x, yo) # 0, tem-se que

e existe uma vizinhanga aberta U, ) de (2o, %0) e uma vizinhanca

aberta Vi) de £(zo, yo) tal que £ : Uy ) = Vi(agy) € Uma
bijeccao

® ainversa f~!: Vezowo) = Utnoyo) € diferencidvel (no sentido de R?)
em f(aj()v yO)

e a matriz jacobiana da inversa f~! em f(x, o) é dada pela inversa da
matriz jacobiana de f em (xg, yo)

Df ! (f(zo,40)) = (Df(ﬂ?o, yo)) _1-




Teorema (Func¢&o Inversa Complexa): Seja f : Dy C C — C uma funcgio
holomorfa no ponto 2y = x¢ +iyo € intD;. Entdo, se f'(2)) # 0 tem-se

e existe uma vizinhanga aberta U, de z; e uma vizinhanga aberta V),
de wy = f(z) tal que f: U,, = Vi, é uma bijeccdo

e ainversa 'V, — U, é diferencidvel (no sentido complexo) em

wy = f(20)

e a derivada da inversa f~! em wy = f(2q) é dada pelo (niimero)
inverso de f’(20)

Proposicdo: Qualquer ramo do logoritmo complexo
log cz = logr|z| + i Argz, com Argz € [0y, 0y + 27| é diferencidvel
complexo em z # 0 e Argz # 6 com

1
log'z = ~.
z

Proposicdo: Seja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) holomorfa no ponto
20 = To + 1Yo, com f'(zy) # 0. Ent3o, as curvas de nivel

u(z,y) = e =Re(f(z)) e wv(z,y)=cy=Im(f(20))

que passam no ponto 2y, cruzam-se ortogonalmente nesse ponto.




Integracao Complexa

Definicao: Um caminho ou parametrizacao duma curva em C é uma
aplicacdo continua y : [to,t1] C R — C.

e Diz-se que é um caminho fechado se as imagens dos pontos inicial
e final sdo as mesmas, ou seja, se y(ty) = Y(t1).

e Diz-se que é um caminho simples se «y ¢ injectiva (ou seja, que as
suas imagens ndo se auto-intersectam), exceptuando possivelmente
apenas os extremos, no caso de ser fechado.

e Diz-se que é um caminho regular se v € C'[t(,t,]. E diz-se que é
um caminho seccionalmente regular se é possivel encontrar uma
particdo finita t) = s¢p < 51 < S9 < -+ - < s, = t; tal que
v € Cs;, sj41] paratodoo j=0,...,n—1.

Chama-se curva em C ao contradomino dum caminho ([tg, t1]). Uma
curva diz-se fechada, simples ou regular, se existem caminhos com essas
propriedades que a parametrizam. Uma curva simples e fechada designa-se
por curva de Jordan.




Defini¢do: Seja f: Dy C C — C uma fun¢do continua sobre os pontos
duma curva C' C Dy a qual é parametrizada por um caminho
seccionalmente regular v : [tg,t1] C R — C, com C' = v([ty, t1]). Ento,
define-se o integral de f ao longo de 7, e representa-se por f7 f(2)dz,

ou mais simplesmente f7 f, como

/ F(2)dz — z_j / _Sj“ FA ) ()t

Exemplos:

1
§1§ —dz = 2mt
|z]=1 <
1
z|=1



Proposicdo: Sejam f,g: Q) C C — C fung¢bes continuas, a,b € C
constantes, e v, 71,2 parametrizacbes seccionalmente regulares de curvas

em (). Entao, tem-se

o/(aerbg):a/fan[yg.

/ f= /f —y designa a parametrizagao em sentido inverso

defy

o / f=11 +/ f (71 + 72 designa a concatenagdo dos
7172 g 72

caminhos 1 e 7).

Proposicdo: Um caminho 7 : [ty, 1] — C diz-se uma reparametrizacao
da curva parametrizada por 7y : [tg, t1] — C se existe uma aplicacdo de

classe O« : [tg, t1] — [to, 1], com /(t) > 0 para todo o t, e a(ty) = 1o,
afty) = t1, tal que v(t) = Y((t)). Nesse caso, dada uma funcdo continua

f nos pontos da curva, tem-se

[r=]s




Proposi¢ao: Sejam f: Dy C C — C uma fun¢do continua nos pontos
duma curva em D parametrizada por um caminho seccionalmente regular

L f(2)dz

onde L(~) designa o comprimento percorrido pela parametrizagdo v e dado
()| dt
por [, " [7'(t)]dt.

~. Entdo, tem-se

< L(v) “Sup | f(v(1))];




